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INTRODUCCION

El objetivo de esta moxnoarafia es exponer los aspectos fundamentales de la Teoria de Marston Morse Y
algunas ideas recientes, debidas al fisico americanc Edward Witten, para demostrar uno de los

resultados mas importantes de dicha teoria.

La teoria de Morse fue desarroilada por éste entre 19265 y 1934 en una serie de articulos, cuyos
resultados recosic em su libro "The Calcnlus of Variations in the Large” publicado en 1934.
Originalmente Morse aplico sus resultades al estudio de alounos problemas variacionales, pero mas
tarde ésta resultaria una técnica muy fructifera para estudiar problemas de Topologia Diferencial. Uno
de los resultados fn.ndamentales de la Teoria, son las famosas designaldades de Morse, que establecen
una relacidn entre los puntos criticos de una funcién real definida sobre una variedad diferenciable, y
los grupos de homolosia de ésta. Ex general, como se vera a lo largo del capitulo uno, Jos puntos
criticos de una funcidn real definida sobre una variedad, y su Hessiana, nos dan mucha informacion
sobre la topologia de la variedad. Un eiemplo sencillo y muy bonito es el que aparece en la introduccion

del libro de John Milnor, "Morse Theory”, publicado en 1963 (IMil)).

En 1982 Witten publica un articulo titulado "Supersimmetry and Morse Theory” [Witt], donde resalta
las profundas relaciones entre la fisica moderna, particularmente la Teoria de Campos y la Geometria
Diferencial. Entre otras cosas, lac primeras secciones de este art'icu]o, presentan una demostracion

puramente analitica de las Desigualdades de Morse, utilizando algunas ideas bien conocidas en fisica.

En términos generales, esta monografia sigue la organizacidn, y desarrolla mas extensamente la breve

introduccién a la Teoria de Morse y las ideas de Witten, que aparecen en las notas de Elmer Rees,

"lntroduction to Morse Theory” ([Ree)).




El primer capitulo de la monografia se dedica a la Teoria de Morse hasta obtener las desigualdades.
Aqui basicamente sigo la exposicion gue aparece en el libro de Milnor, que difiere sustancialmente de la
presentacidn original de Morse, y desarrollamos algunos ejemplos propuestos en las notas de Rees. En
contraste con la demostracién de Witten de las desigualdades de Morse, la prueba aue aparece en

Milnor es fundamentalmente geometrica.

El cap'itulo dos se dedica a! método de Witten donde sigo las notas de Rees. En los altimos afios las

ideas de Witten han sido muy influyentes en el estudio de la Topologia Y Geometria de las variedades.

Finalmente quisiera terminar cor algunas palabras de agradecimiento. & Maria, mil gracias por su
trabajo de mecanografia. A mi Director de Tesis, Jaime Lesmes, por su invaluable apoyo durante toda
la carrera. A Xavier Caicedo, por todo lo que me enseho. ¥ a mi hermano Jaime, por los cinco afios que

hemos compartido; ojald sean muchos mas.

Por altimo, quisiera dedicar este trabajo a mi madre, con todo el carifio que hubiera querido expresarle.




CAPITULO 1

LA TEQORIA DE MOPRSE

Exn este capitulo se exponen los resultados fundamentales de la Teoria de Morse para funciones suaves
con puntos criticos no degenerados. Es decir, el Teorema de Descomposicion en Asas y las famosas
Desigualdades de Morse. Los términos diferenciable y swave significaran siempre de clase C® y
nuestras variedades siempre seran sin frontera. No distinguiremos entre coordenadas locales x! para una

variedad y las funciones coordenadas x' en RE.

1.1, Definiciones ¥ Lemas
En esta seccidn se presentan las definiciones basicas y alounos lemas. Entre ellos el Lema de_ Morse,

fundamental para el desarrollo de toda la teoria.

1.1.1. Definjcion: Sean M una variedad diferenciable de dimensién n y £ M—|R una funcidn suave.

Un punto g € M es un punte critico de ¢ si df | a= 0.

-1
En coordenadas locales (Ua; @) esto guiere decir: 259—"’.—- | = 0 para toda i. Es facil de

axi ‘e(a)

verificar que esta propiedad no depende de que sistema de coordenadas utilicemos.

Dados V,W € Mg, sean {', W dos campos de vectores suaves sobre M que extienden a Vy W.

1

~ s n .
Por ejemplo V se puede construir asi: §i V= Y a! _a_: lq donde (Uq; x°,... x") es un sistema

i=1 ax
de coordenadas locales y 90 M—R es una funcidén suave tal que a(q)— ! y Supp(g) € Uaq,

entonces definimos a V como V= g. (V] Uq).

1.1.2. Definicion: Sean M una variedad diferenciable de dimension r, f M—R una funcidén suave y

q € M un punto critico de £. Definimos una forma bilineal simétrica Hf: MgxMgq R




llamada la forma Hessiana de § en a, mediante la siguiente formula:

H(V, W= V(W) = V(W)

Es claro aue Hf es independiente de la extension V. Probemos abora que Hf es simetrica y por
lo tanto independiente de la extensién W: Ho(V, W) - H(W, V)= [ﬁ,ﬁu]q(f) (IV, W] es el corchete
de Lie de V Yy ﬁ.’, y es un campo de vectores) y como g es un punto critico de f, entonces

[\”r,ﬁ.f]q(f)= 0.

1.1.3 Definicidn: Con la misma notacidn que en 1.1.2., se dice que el punto critico 9 es no-

degenerado si Hf s no Je,generada {ver Apendice 1). En coordenadas locales (Uqg; xl,... )
. . . . ) P 2%t .
esto aquiere decir que la matriz Hessiana {H/|—— lq, - Iq) = —— |q es no singular.
ax! ax! axlax)

Demostremos que esta condicidn es independiente del sistema de coordenadas: sea (Uq; yl,...:-,'n\

otro sistema de coordenadas alrededor de q, entonces

p oot
x 8;1 8;1
. at oot
] 2_ n
3xb ax® ax
a ayk of
lnego 25 = 3 = =
o 'k ox!ay

2.k k 2
Por lo tanto 8.2f.lq= ‘&lq‘ﬂfq 3"—.q. 3.fqu y como q es un punto
axlax! k axlax! * oy ox! axlay
! ) 2 X 22
: » o\ _ L 94 v ¥ | _
critico de # entonces _l':"‘! =0 y tenemos: axiaxj lq = 2 axi |q -ijayk |q =
| ok o ek

- 5

ila'




[ \
. {ay! , 3% : | 8¢ .
Ahora la matriz |—=| es no sinaular, luego | ——— 1 es no sinoular ssi | === | es no singular.
8x’ 3y'ay? 8x'9x
1.1.4 Proposicidn: Sean M una variedad diferenciable de dimension n y £ M—R una funcién

suave. Entonces los puntos criticos no-degenerados de f son aislados en el conjunto de los

puntos criticos.

Demostracion: Sea q un punto critico de § ¥y ('Uq; xl,...,xn) un sistema de coordenadas

alrededor de 9. Consideremos la siguiente apiicacion o: Uq — RY definida por a(p)= (__G_fl Ip,...

ax
—Qiﬁ IP) entonces a{p)= 0 ssi p es un punto critico de f. Ahora bien la matriz Jacobiana de ges
X

2 ,
-—a—f—) que es no-singular en q, luego por el teorema de la funcion inversa g es 1-1 en una

axiax!
vecindad de q. Como a(q)= 0 entonces q es el unico punto critico de f en esta vecindad. O

Se sigue que si f es una funcidn que tiene solamente puntos criticos no-degenerados sobre una
variedad compacta, entonces tiene solo un numero finito de ellos. Sin embargo en general no es

cierto que los puntos criticos de una funcidn suave sean aislados, como muestra el siguiente

Eiemplo 1 Sea f: R—R definida asi, f(x)= e’“xésen (x). El origen es un punto critico

degenerado y todos los demés son no-degenerados.

Elemplo 2 Sea f: R2—+R definida asi f(x,¥)= xz, entonces todos los puntos del eje y son puntos

criticos degenerados y forman una subvariedad de Rz.

1.1.5 Defipicién: Con la misma notacién que en 1.1.1, el indice del punto oritico no degenerado q es

. 2
el numero de valores propios negativos de la matriz simeétrica (__Q}_f_

L

; es tambien




independiente del sictema de coordenadas; pues corresponde a la dimenciéon de un subespacic

lineal mas grande de Mq, donde la forma bilineal a Hf., ec definida negativa (Apendice 1).

Upa funcior suave tal que todos sus puntos criticos son no degenerados se llama una funcion de
Morce. Mas adelante demostraremos que existen funciones de Morse sobre toda variedad
diferenciable. Los siguientes ejemplos los atilizaremos para ilustrar la teoria a lo larao del

capitnlc-. Exn ¢l Apéndice 2 se explica la teoria necesaria (ver [Br-CL) cap'itulo 6).

Eiemuplo 3 (El Toro): Mostraremos que sobre el Toro existe una funcion de Morse con
exactamente cuatro puntos criticos, de indices 0,1,1 ¥ 2. En el ejemplo 1 del Apendice 2 se
ruestra que el Toro es homeomorfo a RxR/ZxZ. De! Tecrema de este Apéndice resulta que si 4
RxR—RxR/ZxZ es la aplicacion natural entonces localmente x es una pavametrizacion de
RxR/ZxZ. Es facil ver que g esl -1 sobre los siguientes conjuntos: U1 (0,1) x (0,1), U2 ( %—,-12;)
x (0,1), U,= (0,1) x (— l, -1—), U,= [— ——) ( i1 y que sus imagenes por i recubren a
2 4 22 227
RxR/ZxZ Definamos una aplicacion £ RxR/ZxZ — R f[(x,y)])= Sen(2I1x) + Sen(2lly). Es claro

gue f estd bien definida ¥ ademas fox: U —R es sxmplemente Sen(2M1x) + Sen(2Mly), luego f es

¢nave. Calculemos los puntos criticos de fox en U U afO” = 21 Cos(2Mx), ag?,“ = 21
=1
s 1 11 4) (1 1 i1 i
Cos{2Tly). Los puntos criticos son (T 4). (-4-, 3 ( wur (—4, 4) y las imagenes de estos puntos por

2 son todos distintos, luego f tiene exactamente cuatro puntos eriticos. La matriz Hessiana de

fou es:
-4T1% Sen(2Mx) 0
0 4112 sen(2My)
PR

Evalvando en los puntos criticos vemos gque son no-degenerados y de indices 2,1,0,1

respectivamente.




Eiexgrlo 4 (Botella de Klein). En el Apéndice I, se muestra que la Botella de Klein es
homeomorfa a 'I'.IZ2 donde T= R2/22. Sean Ky Rz—rﬁzizz Y kg 'I'—»T.IZ2 las aplicaciones
naturales y definamos la funcion f: T/Zz—-ﬂ!, tal que f{[(x,y)])= Sen(2I1x) . Sen(2lly), donde
[(x,¥))= ”2°“1((x’y)} Es facil verificar que f esta bien definida. Ahora en el ejemplo 3
utilizamos el hecho de que g4 €5 1-i sobre los conjuntos Ui’UZ'U3’U4 y es claro que si hacemos
una subdivision mas fina deifji Ui’ rodemos encontrar abiertos de &% donde HBooky €5 1.1y
utilizarlos como parametrizaci;nes locales de T/Z,. En esta parametrizacién de T/Z,, f es

simplemente la funcidon (x,y) €R2 L Sen(2I1x) . Sen(2Ily), lueso f es suave. Calculemos los

. 4
puntos criticos de ' en [J U

1=

2

9 _ 211 Cos(2Mx) . Sen(2Tly), g—i; = 211 Cos(2My) Sen(2Mx).

b s

ax

Los candidatos a puntos criticos son: (il +1 ) ) (3 +1 } , (:!:1 g) ) (%, %} (0,0), %,0),

& —4 ¢ 1 1
,{\U,-},-} %,%—). De todos estos puntos solamente cuatro son diferentes despaes de tomar sus
o : ; fe 1 1Y 3 1 ;
imagenes POT HqOHy - Escojamos como representantes a (0,0), tﬂ,i} (— Tt (—, -1 La matriz

Hessiana de f es

-41'12 Sen(2I1x) . Sen(2Ily) 4112 Cos(2Ily) . Cos(2[lx)
4112 Cos(2My) . Cos(2MIx) 4112 Sen(2My) . Sen(2TIx)
s

evaluando en los puntos criticos obtenemos finalmente que todos son no-degenerados y de

indices 1,1,0, y 2 respectivamente.

Eiemplo § (El Espacio Proyectivo Real). Sea #: 873 — RPP 1a aplicacién natural entre go-l



L

el espacic proyectivo rea) de dimension n-1 (ver Apéendice II). Sea Ei = {(11,... xn) € Sn'1 :

. eb-l n-1 e
x; > 0}y I'Ii. S - R la proyeccion: (11,... xn) - (11,..., X 10 xi+1,... xn). Como # es 1-
1 sobre Ei’ entonces las parejas (u(Ei); I'Iio (uIEi)'i) forman un atlas de RPn'l (es facil ver que

4 es una funcion abierta). Sea ahora A una matriz real diagonal:

A= 1. , donde %1 < )\2 < ... < )‘n' Y consideremos la siguiente funcion

& mPRl SR

definida asi: ﬂi[(xl,... xn)]) = (X xp) Alxy.. xn)T_ Es claro aue f esté bien definida ¥y
fouoﬂk'iz NE) — R tiene la siguiente forma: Si {Xys... %) 4 xk+1,...xn) € M (Byxy=
[1-112- . 'xk-lz' . _xn2]1!2, entonces foaoﬂk'l (X0 Xy g0 xk+1,...xn) = (X5 xp) Alxgr...
xn)T. Esto demuestra que f es suave. Ahora demostremos que f es una funcidon de Morse con
exactamente n puntos criticos de indices respectivos 0,1,...n-1. Calculemos las derivadas
paréiales de foaorlk°1. i @ € {1,..., k-1, k+1,...n} entonces:

afcmol'lk'1 )
= 2(-xa )'k + )a xa). Luego si (xl,.. Xp.q2 Ty xn)

i
axa (111--- xk_i: xk+11--- xn)

es punto critico, se tieme: ).kxa= %axa y por lo tanto x,= 0, luego el punto (0,...1,...0) es un
vector propic de &, ¥ rec'iprocamente, cada vector propio de A de norma uno, 0 séd (1,0,...0)...s

{0,...,1) da lugar a un punto critico distinto de £: x(i,(l,...0),...,#(0,...1).

Calculemos ahora la matriz Hessiana de fonoﬂk'i. Sip € ,.., k-1,k+1,...n) entonces:




2()«0!-);}:) sif=a
Bzfouonk'i (
sxPax® {
0 siff #a

Por consiguiente los pontos criticos son ‘no-degenerados y el indice de A{(O,...I,...O)) es k-1.

1.1.6 Lema: Sean V C R™ un abierto convexo que contiene al origen y f: V — R una funcién suave

tal que f(0)= 0. Entonces f se puede representar de la signiente forma:
n
__Z_)l x; 9(Xys... Xp)

para ciertas funciones suaves g.: V — R tales que a.(0)= %(0)'
i

f(xl,... xn) =i

1
” df 2 3
Demostracion: B(xy)... Xp)= at (txi,.-.,- txy) dt = igl I (txl,... txy) x; dt, luego
0 =T !
1
9.(Xyr.. ) = | 2 (tx,.. tx,) dt. O
1 1?--- n axi 1)--- n .
0

1.1.7 Lema ("Lema de Morse™): Sean M una variedad diferenciable de dimensidn n, £ M — R una
funcidbn suave ¥ pEM un punto critico no-degenerado. Existe entonces un sistema de
coordenadas (UP, xl,...xn) alrededor de p tal que: f | Up = f(p) - (x"l)2 - -(xk)2 + (xk'*':l)2

+d (xn)z, donde k es el indice de £ en P.

Demostracion: Podemos suponer que f(p)= 0 y componiendo con cualquier sistema de
coordenadas (Vp, ¥) alrededor de p tal aue ¥(p)= 0 y W(VP) sea un abierto conexo de RY;
podemos ademis suponer que f: W—R, donde W C R® es abierto, conexo y contiene al origen.

1

Se trata ahora de encontrar un sistema de coordenadas (U; x*,... x®) alrededor del origen tal

que: flU= (x})%- .. -x®? 4 EHH2 4 & @2 Es ficil de ver que si £ tiene esta

representacion entonces k tiene que ser el indice de p (es decir el indice del origen): puesto que




|
4
I

10

la matriz Hessiana de f en esta representacion es:

-2

l_ 2
Para la existencia de (U, xi,... %8 utilizamos el lema 1.1.6. y escribimos 2 f como:

n .
fiW= 3, x.90. (xl,... xn), donde gi(O)= %—(0). Como el origen es punto critico de f entonces
i=1 i

gi(0)= 0 y aplicando el lema 1.1.6. & cada 9 podemos escribir

flW= E x} i (xl, X ) Los h 1os podemos suponer simetricos. En efecto sean H la

L=t 0 : -
matriz (hij) y X &l vector fila Iy x ) Entonces fIsV en forma matncxal es simplemente:

- T c oy T\T T

T_ XHI* + (ZHX")" + H T

THX = > = xR )3T,
325 ' . . .
Ahora, h (0) -?—— {0), luego la matriz (hij(o)) es no singular. La idea ahora es imitar el
3

proceso de diagonalizacion de una forma cuadratica.
Supongamo« que existen coordenadas locales Ul’ n alrededor del origen (se sobreentienden
los dominios en lo que sigue) tales que:

= £ U2 2 U 243 UUH, (U, U )

1 - r-1 . iy ?
hj2r

donde la matriz (Hij) es simétrica y suave y la matriz (Hij(o)) es no singular. Ahora después de
una transformacion lineal de las altimas n-r41 coordenadas podemos suponer que la matriz
Hﬁ(O) es diagonal y por lo tanto H"(IJ) # 0.
Definimos ahora las coordenadas Vl,... Vn asi:

V= U, siis#rT 4 (%)




(2]

1

UH (Ug... Up)
Hp, (U, Up)

n
Vo= U T 100, + 2

Caleculemos la matriz Jacobiana de esta transformacion en el origen. Es ficil de ver que tiene la

siguiente forma:

1
1 [H H _[H_]
(H (U)I i Ir lo nr Ir 0
I P!’I HI’I
1
1

Esta w.ctriz es no singular, luego por el Teorema de la Funcion Inversa, las funciones Vl,... Vn

son coordenadas locales en una vecindad del origen y podemos escribir:

Ui; Vi para i # r vy

U,= g(Vl,... V,) para una funcion suave g definida sobre un abierto que contiene al origen: y
tal que 9(0,0,...0$= 0. Invirtiendo las ecuaciones (##) obtenemos:

Ui-_- Vi para i # 1 ¥

U= Vr . viHir(vlt--- g(vla--- vn):--- vn) (re4)

T RV eV Ve VT ST Hep(Vyoene 9V Vi V)

Definimos ﬁﬁ(vl,... Vn)= Hij(vl,... g(Vl... Vn)... Vn) y si sustituimos en (x) se obtiene:

viHi

pa vt

n
-y .
1>r

= 2 2 iV
= 2vlo2 v 2a( 2 vV AW +H U (u,-;-z

r) , donde
rr
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_§
V= (Vl,... Vn) utilizando (s=») obtenemos entonces
"
. 5 { v n V.H. (V)
f= + V4. 2 V +EVVH(V)+HU R e L
1 1 5 V) " Ty 5T 8 @
’ 1B (V) By (V)
n =
=xvl. xv 2+ T VVEM 2 Vi1 | & v BEW F;
1 r-1 i, 17§77 -+ 1. i
>r Hrr(v) 1>Y
- = w = o =
pero[E vHr(vn2 T vV R (V) H (V) lneso
i>r iisr 1!
| n A A, . RB.A
f= % Vlz... + '»’,2 + 2 VV (H -—}.,r——n:) . Para terminar, sea M..= H.. - =
r t. 4 ij ii i
LI>T r T

mostremos gue la matriz (M ). es no singular en el origen ((Mi‘) es obviamente simetrica vy

i iLivr

suave} Ahora bien M en el origen es simplemente H porqne en el origen la matriz (HU)I i

es diagonal. O

Con este lema hemos obtenido una descripcidn local completa de toda funcion de Morse f:
M—R: Si p es un punto regular de f, (es decir p no es un punto critico) entonces existe (Up;
xl,... x®) tal que fIUp= x,. Esto es una consecuencia del Teorema de la Funcion Inversa ([Br-

CL); pigina 85), Si p es un punto critico, entonces el Lema de Morse nos dice como es f

localmente.

¥ 1.1.8 Definicidn: Un grupo de difeomorfismos con un parametro en una variedad diferenciable M, es

una aplicacion suave ¢: RxM—M tal que:

a) Para cada t €R la aplicacion P= e(t,.) : M=M es un difeomorfismo.

b) Paracadat, S €R, Crys™ ®, 0 ¥g.
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St X es un campco de vectores smave sobre M, se dice que X genera un arupo de difeomorfismos
con un parametro si existe una aplicacion ¢ como en la definicidn anterior tal que para cada

mE€M la aplicacion cpt(m): R—+M, es una curva integral de X, con ¢, (m)= m. En otras
palabras X es completo ([War], ragina 39} Observemos que afirmar que wt(m) €S una curva
intearal de X para cada m € M, es equivalente a decir que para toda funcion suave f: MR se

tiene XP(£)= ad_t ﬂ:pt(p)) |t=0 para toda p € M; pues dado p, el hecho de que qot(p) sea curva

e, (p)

d
integral de X significa que —L— i f f para toda £ € C®0(M). Luego ad_t ((got(p)) i,=

=Z, (p) Iy

ﬁﬂ (p)(f) Yy evaluando en cero vemos aue Et. f(«pt(p)) = X (f). Ahora en la otra direccion:

dados mEM, tocER y §f€CSUM) tenemos: X (m\(f)" -d— (wt(wto(m))) lt=0 = %
f

t
('Pt+to(m):lt=il v cambiando de variable esto es lo mismo que — ( (m)) i to

1.1.9 Lema Sea X un campo de vectores suave sobre M que se anula por fuera de un subconjunto
compacto K de M (K también puede ser M, si M es compacto). Entonces I genera un anico

grupo de difeomorfismos con un parametro.

Demostracion: La unicidad es obvia, por la unicidad de las curvas integrales definidas sobre

.

todo R. Ahora para cada m sea I, Una curva integral de X (definida sobre un intervalo abierto
que contiene a cero) tal que rm(0)= m, y sean Vm una vecindad demy €EmE€Rcon €Em>0;

tales que la siguiente aplicacion ¢ estia bien definida y es suave ([Warl, pagina 37).

w

v.:(-€Em, €Em)xVm - M
(tp) = r (4.
Ahora K puede ser recubiertc por un namero finito de abiertos de la forma anterior: Vl,... Va.

Sean € 17 € @ los nameros reales correspondientes. Sea ahora € o= min { 61,... € a} y

definamos la siguiente aplicacidn;

é:(-Eo, €, x M=M
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!

‘ p si pEK

9 (tp) = & (tp) = {

. rp(t) si p€ V1U"' uv,

Ec ficil ver que @ estad bien definida, pues si Tpr r’p son dos curvas intearales de X, entonces

r.= r'. en la interseccion de sus dominios, y Ssi pEKC N '(ViU...UVa) entonces rp(t)=~ P

P P

»

poraue X se anula en KC. Por altimo es claro aue & es snave, ademas ¢*+g= @0 ‘%S para |tl,

-

ISl, it4+S1 < €, luego fbt es un difeomorfismo para cada t €(-€ , € o)

€
Solo falta definir (bt para t g (- € o Z ). Dado t tal que |t} 2> € o Sed t= k—2—° + r donde

-
1M

€
r<-—22 y k € 2. Definimos: ¢t= @

0....
o
i 2 k-veces

Dg’ée o&r si k>0, y se cambia € , por - €y
0
2

Si k<0. De nuevo Pras™ @, O ©g Para todo t, SER y v es suave en RxM. Para terminar

mostremos gue para cada m € M, cpt(m) ¢s una curva integral de X. Segtn la observacion hecha

después de la definicion 1.8, tenemos que desmostrar que Xp(f)= -g—t (fq”ét(p)) lt=0 = -g—t &t(p)

It=0(f) parapEMVYTFE C%(M). Pero esto es obvio de la definicion de @ alrededor de cero. D

it
il

i
;;:
i
i
it
i
i

La hipotesis de que X se anule por fuera de un compacto es neceggria; por ejemplo si X= % Y
M= (0,1), entonces las curvas integrales de X son spt(m)= t+m para -m<t<1-m y no es posible

extender Py 2 todo R.

1.2. Tiso de Homotowia ex férmincs de valores griticos.

En esta seccidbn se presenta uno de los resultados fundamentales de la Teoria de Morse: el Teorema

de Descomposicion en Asas. Denotaremos por M? al conjunto {m € M: f(m) £ a) donde f: M—R ¥

a€R
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4

1.2.1 Teorema Sean M una variedad diferenciable de dimeunsion n y f: M—R una funcidn suave.
Dados a,b € R, b>a, si f'l[a,b] es compacto y no contiene ningun punto critico de f, entonces
M? es difeomorfo a Mb y M? es un retracto de deformacion de Mb, de manera que la inclusién

is M3 —yMb es una equivalencia homotopica.

Demostracién: Escojamos una estructura de Riemann < , > para M ([War], pigina 52) El
gradiente de f, que denotamos por V §, es un campo de vectores suave, caracterizado por la
) : sigujente formula: <X, V> = ‘X(f) para todo campo de vectores suvave X sobre M; pues
para cada m € M, si consideramos a df}, € Mm*, entonces existe un anico W, € M, tal que

<V,Wm >= dﬂm(V) para todo V GMm. En particular cnando V= X_  entonces '\'/’flm s

m

, define como Wm; es decir <Xm, Vf!m >= dﬂm(Xm)= Xm(f). Ldemas TV § &5 smave, pues en
3

coordenadas locales (Um, xl,... x8), si definimos a gij= <—Q—i s —=> Yy denotamos por (gij) ala
ax* ax
) , matriz inversa de (9ij)’ entonces es facil ver que las componentes de V £ con respecto a {sa—x}
x

| son {Z‘, gl B . <%, > gl 8L 8 5 _ > B ol ¢x, L5, y si esoribimos X= > L
] dx i ax) ex! i 8 ax! k

entonces la altima expresion se reduce a: >, 2. a 3 i) 9= P 3 8 skj =3, a; o

i kT ax) ik £ ax) 7 ) ax)
X(£).

Ahora como V£, = 0 ssi m es un punto critico de £, entonces la funcién o £1[a,b] — R tal
que o(x)= 1/< V4§, V>, es suave. Utilizando la normalidad de M y el Teorema de
Extension de Tietie podemos extender X todo M. Utilizando la compacidad local de M y la
compacidad de f'l[a,b], podemos encontrar un abierto U Df’lla,b] tal que U es compacto y

- como £"1[a,b] es compacto, podemos encontrar una funcidn suave 7: M—R tal que 7]{_1[ b]=
a,

y 11<¢VE, V> ysupp(p) CU ([War], pagina 11).
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Definamos ahora el siguniente campo de vectores Y sobre M como X= 7. V f, que satisface las
hipotesis del lema 1.1.9. ¥ sea entonces @y M—M el arupo de difecmorfismos generadcs por el.

Para a9 €M fiio, surongamos dque l{«pt(q'}) € [a,b] para t en un intervalo de la forma
P
[to,t°+ € ). En este casc:
de (9}
4 Nl = Y owey = '
T f(wt(q,) =< I f> = <X, Vi>

‘Ft(q) =1, para t €t t+ €
Consideremos ahora el difeomorfismo ¢, . M—M y probemos que qob_a(Ma')= MP. Primero
mostremos que @, (M%) € MP. Sean m EM® y t ER, 0 Lt <b-a tal que f(wto(m)}= ay
f(tp,((m):iEia,b) rara tE[t,to+ €) y alaan € >0 {si no existe un t, con esta propiedad
entonces, por la continuidad de £ ¥ «; wh_afm) EM® C Mbﬁ}.
Por consiouiente para t €[t 1+ € ), tenemos que

Heydm = ttg+ o m tgts. @
Abora para todo € <b-a-t, la ecmacidn (») sigue valiendo para los t€ [tpt,+ €. Por la
cont_inuidad de f y @ se sigue que la ecuacion () es vilida para t= t +(b-a-t)= b-a, luego
oy (= bt < b
Para mostrar que ¢, . aFlica 2 M? sobre MP, cojemos un m € MP y repetimos el procedimiento
anterior a la aplicacion AR lueac wa_b(m) € M? y por lo tanto wb_a[soa_b(m)): m. Obseérvese

que cpb_a(f'l(a))= f’i(b). Este hecho lo utilizaremos en 12 vorueba del Teorema de Reeb.

Por @ltimo queremos definir un retracto de deformacion entre M® y MP.

Sear:[0,11x Mb-e»Mb

m si f{m) £a

(tm) — {
ey (m) sia<f(m)£db
t\a-f(m))
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entonces r(0,m)= m para toda m y r(l,.) es una retraccion de Mb a M Finalmente r es

continua, pues cuando f(m)—sa entonces ¢ t(

{m)—m.
a—f(m)) '

Como una apliacién de este Teorema tenemos:

1.2.2 Teorema (Reeb). Sean M una variedad diferenciable, compacta de dimension n, y £ M—=R una
funcion suave con dos puntos criticos exactamente. Suprongamos que los puntos criticos son no-

degenerados. Entonces M es homeomorfa a una n-esfera.

Demostracidn: Los dos puntos critico_s deben corresponder a un minimo Y Rn maximo.
Supongamos que f(p)= x;:’e—s el minimo y f{a)= M es-éi maximo. Por el lema de Morse existe
un sistema de coordenadas alrededor de p, (U,so= (xl,..., xn)), tal éué:
: AU = #p) - @H2 M 4 Y el
Como £(p) es un minimo, entonces A= 0, luego flU= £(p) + (x1)2 +... + (xM)2. Sea €
suficientemente pequefio tal que £ [f,f+ €] C U. Ahora el conjunto de puntos m € U tales
que € £ip) + xi(m)? + xB(m)? £ tm+ €, cn-rﬁple (m)? +... xB(m)? < €, luego
1,4+ €) o~ BY (utilizamos ~ para indicar espacios homeomorfos). Pero £1[f,f+ € ]=
Mﬁ'*' € y por lo tanmto Mﬁ""*' € .~ B2 Ademis obsérvese que el homeomorfismo entre
M8+ € y BB induce un homeomorfismo entre £1(f+ €) y BP= §2-1. (BD denota la frontera
de BD).
Ahora un argumento similar muestra que f'llfd-e,}:{] es homeomorfo a B® y que este

homeomorfismo induce un homeomorfismo entre f'l(h"d- €)y Bi= Sn'l. Por el teorema 1.2.1.

M+ € es difeomorfo a MM'e y de la demostracion de este teorema se ve gue el

difeomorfismo aplica £-1(f+ € ) sobre F-1(M- €).
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En conclusién tenemos que M es homeomorfo a la unidén de dos bolas de dimension n, unidas
. . . S A en- .. . .
por el boid: mediante la identidad id: st-tgl 1. Es ahora facil construir un homeomorfismo

H entre M y &8 (figura 1.2.1.). ul

/I

Figura 1.2.4

Tegrema (Teorema de Descomposicion en Asas). Sean M uma variedad diferenciable de
dimension n, y f: M—& una funcidn snave, con € M un punto critico no-degenerado de indice

-

ea C= fip) ¥y supongamos gue f'I[C- €, O+ €] es compacto y no contiene ningan punto

o

A,
oritico distinto de p; para cierte € '>0. Existe entonces un €, D¢ € €7 tal aune MC+ €
tiene el mismo tipo de hc-motopia de MC'E con una Ai-celda, e>‘ pegada por el borde é:"

mediante la inclusion i é)’ -— Mc' € (é)“ es la frontera de e)’; homeomorfa a S)"l).

Demostracién: Sean (U o= (x 2 J un sistema de coordenadas alrededor de p tal que f|U=
oyt M + 2 THI 4 . xM%, y €30 tal aue £1[C- €7, C+ €] sea compacto y no
contenaa puntos criticos distintes de p. Escojamos € de tal manera que e(U) 2{(r1,...
) ERE rlrl 4 rg2€] yOCECE Y se = {meu: dm? + o TmE L €y

P Hmy= .= B(m)= u}.

Es claro que e)' es homeomorfo a B)*, ia bola de dimension ). Ahora eanC € e , puesto
gue si 9 € MC7 € ﬁe)‘ entonces 11(002 +..+ x)“(q)2 § €, x>'+1(q)= Mq)= 0y fla) £ C-€

Luego, como f(a)= C—xi(Q)z-...- x>‘(q)2 £C-€ con la desigualdad anterior obtenemos

xl(Q)2+"'+ X (q)2= €, es decir, a € é)'. Ahora siq € & es facil ver que q € e)‘ nMC’ €
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Esto demuestra que e esti pegado a MC-€ por el borde y mediante la inclusién i
PaMmC-€ Queremos ahora demostrar que MC- € Ue>‘ es un retracto de deformacién de

MC+ € - Sea u: R—R una funcion svave que cumpla lo siauiente (ver figura 1.2.2).

Figura 1.2.2. Un ejemplo de una funcion i

a) #(0)> €
b) #(r)=0 Parar22 €

¢) -1<u(r) £0 paratodar

Y definamos la funcién F: M—R asi

fm)simgU
F(m) = {
f(m) - :{xl(m)2+ x)\(m)2 + 2 xk+1(m)2+... + an(m)z) ySimEU

I

consideremos el recubrimiento de M por los abiertos U y M-w'l(B). Abora F es snaveen U y

Demostremos que F es suave: Como (1) 2{(r1,... rn)elnz 2+...-!- rn2$2€}= B

FIM-¢'1(9)= flM-w'i(B), pues si mEM-p'i(B) entonces @(m) € B, luego xl(m)z +on
2%(m)?>2 € y por lo tanto n(xi(m)2+...+ Mm)? + 2 hmy? 4 4 2xn(m)2)- 0. Entonces
F es suave en dos abiertos tuya unidn es M. Para simplicar la notacidn introducimos dos

. . . : 2 2 . 2 2
funciones g, b: U~[0,00) definidas asi: 9= X, *4...4 x,% h= e +1 +o.. x4
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El resto de la demostracion se descompone en cinco partes.
Primers parte: F-1(-00,C4 € )= £1{-00,C+ € }= _M¢‘+ €.

Ses m € ili00, O+ €1 Si mE M-y l(B) entonces F(m)= fm) < C+€, lueso m € F(-
0o.Ct € 1. §i m € ¢1(B) C U entonces Flm= (m) - ;{g(m; + Zh(m)) < (), lneac m € Fi(-
00,0+ € ].“‘ .Ahora sea m¢€ F’if_-oo,C+ €1 S a(m) + 2h(m) 2 2 ‘E ertruces f{m)=

UM 4 pimi< € v

F(m) £ C+ £, lueao m € F {-00,C+ € ). Si a(m) + 2h{m)<Z €, entonces

fim)= C-a+h £ c+g-,+h < Ot €, luego m € £71 (-00,C+ € ).

Seaunda parte: Los yuntos criticos de F son los mismos de

Come FiM-g M (Bi= FM-@~L(B) enionces dF= df en Mg (E). Si m € ¢ “L(B) entonces dFl, (-
; \ (34
e _d_ - | dlg+2h T | I ST (&
mi d“m '6" ‘XF’ du ‘t_s(m)+2h(m} l.dl'g-h'h} b (Bxi lm/lj - ay! lm umg(m)-i.-ﬁh(m ’\ayi
K e \ J % s
g Ty 2
¢ Yo &y ] ST 25y | )
(9+28) Ly gy m¥+2h(m)) 2y o = (9+24) Iy ¥ lg(mn)2h(m) * 2%
8t : i)
2y - 2xA{m) & sil 1A
—L 1. = \! axl o !
ar |
B lm - éxi(m) v sia<isn
axt

y como £= C-g+h entonces:

o _ { 2xfm) (1+)  si1g i<

x! 2x(m) (1-2¢)  sid<ign

Lhora

o - { -hi(m) sild€idh
Ny =

9 2x,(m) sixci<n

lneao dFlm= 0 ssidfly= 0

Tercera parte: F'1(-oo,C- € ] es un retracto de deformacion de MC+ € .
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Primero observemos aue F'l[C-€, C+ € 1 € f'llc- €,C+ €], puesto que si F(m) {C4+ €
entonces f(m) £ C+ € por la primera parte; y si F(m) 2 C- € entonces como f > F esto implica
C- € £ f(m). Ahora F'1[C- €, C+ €] es compacto por lo anterior y no contiene ningian punto
critico, excepto posiblemente a p. Pero como 0= -:xil |P= % in(p), entonces xi(p)= 0 para todo
iy H(Q(P) + 2h(p))= #(0) y por lo tanto F(p)= C-x(0) < C- €. Se sigue que p € F}[C- €,

C+ € ). Finalmente por el Teorema 1.2.1. F'I(-oo,C- € ] es un retracto de deformacion de F’1 (-

00,C+ €] que por la primera parte es lo mismo que Mc+ € .

Cuarte parte: Definamos H= F'i(-oo, C-€]- Mﬁ, entonces es ficil ver que MmC-€ U H=
F'l(-oo, C- €] (utilizando que F £ f en M). En esta parte demostramos que e CH Seaq€ e",
queremos demostrar que para toda vecindad Uq de a se tiene (F'i(-co, C-€]- MC-€ ) an
# ¢. Sea a’ GUqﬂ(e)‘-é)‘) entonces se cumple que 9(a’) ¢ € y h(q')= 0, lueso f(q')= C-

9(a’) > C- €; y por otro lado F(a")= f(q’) - a(s(q')) =C - ga’) - a(g(q’)) Pero como -1 < #
o)) - a(®)
o(a’)
#(0) < C- € luego o’ € an(F'l(-oo, c-€1- (0, C- € J}

entonces -1 ¢ » Por lo tanto -o(q’) - M(g(q’)) < -u(0) y se tiene aue F(q’) <« C-

Quinta parte: MC- € Ue)‘ es un retracto de deformacién de MC- € JH. Definamos 7: [0,1] X

MmC- € UH—)MC' € UH asi:

m simgU

w'i(xi(m), xk(m), tx)"H(m)... txn(m)) siglm) £ €

v(t,m){ oYzl m).... Pm), s+ (m),... 52%m)  si € < o(m) < hm) + €, donde

= 4 |otm)-€
St" t4-(1-t) h(m)

m si Mm) + € < a(m)
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Primero demostremos aue ¥ ([0,1] xr MC-€ UH) c MC- € |_IH. Recordemos que MC- € UH=
F1 (.00, C- €1 (parte cuatro). Sea m € F-! (.00, C- €] y supongamos que m € U, v(t,m)= so'l
(... P, )., tx®(m)) entonces Fle Xz (m),..., *m), t PHm,... txP(m)) =
C-a(m) + th(m) - p(g(m) + 2t h(m)} Definamos la funcion e(t)= C-a(m) + t* h{m) - a(g(m)
+ 2t h(m) para t €10,1), ¥ caloulemos su derivada: «’(t)= 2t h(m) - #lam) + 262 n(m)) 4t
h(m). Como &' <0 entonces a’(t) 2 0 y sabemos aue (1) 3 Ci E , esto implica que a(t) {C-€
para t €[0,1] que era lo que aueriamos demostrar. El caso en que y(t,m)= w'l(xl(m),... x>'(m),
St x)""i(m)... St xr‘(m)) se hace igual; basta observar gque § < S,t < 1. Ahora es claro que
y(1,.)= identidad y probemos que v(0,MS € UH) € ME € Jeh Sea m € Fl (-00,C- €. Si
m € U entonces 7(0,m)= m, pero como F(m)= f(m) en este caso, se sigue que f(m) £ C- €, es
gecir m € MC™ € Ue)‘. Si mE€U.y glm)£ €, es claro que v{0,m) € MC-€ Ue)’. Sim€Uy
€ <aim) £ h(m)+ € entonces ¥(0,m)= w'l(xi(m),... x)'(m), 8, 2 im),... S xB(m), cionde
§,= \‘% y tenemos que f(’y(ﬂ,m)): C-g(m) + 820 k{z:}= C- €, luego ¥(0,m) €
ME- € Ue)'. Por altimo el caso en que m € U, b(m) + € < g(m) y 7(0,m)= m es obvio.

Solamente falta verificar que 7{0,m)= m para todo m € MmC- € Uex, y que 7 es continuva. Lo
primero es facil. Para la continuidad observemos que :i a(m)— € y h(m)—0, entonces la
funcion St xH'k(m), donde 1 £k {n-), tiende a t 2 E(m), pues St ()= (t + .(1-)

€ ) P+

Y h(m)
_ _ a{m)- €
=t+ (1) |5 ——
T g X
\xx+k(m)z (g2

de donde es claro que St xH’k(m) -t x>‘+k(m) si a(m)—+ € y h(m)—=0. D

SRR e
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Nota: Si existen k puntos criticos: Py»... P en f'l(c), con )\1,... )\k sus respectivos indices,

py

= . = A
entonces es claro que M®T © tiene el mismo tipo de homotopia que M® © | Je 1 {J...|Je k

Lot CW complejos son una generalizacion de los complejos simpliciales y su importancia radica en la

posibilidad de calcularles su homologia. Usnalmente es mas facil describir un e»pc2io como un CW-

comrlejo que como un complejo simplicial. Nuestro objetivo es mostrar como se puede expresar una

variedad como un CW-complejo, con la ayuda de una funcion de Morse.

1.3.1 Definicion. Sean I,Y espacios topologicos disyuntos, A un subconjunto cerrado de X y £ A—Y

1.3.2

una funcion continua. Sea XUY la suma topologica de estos espacios y formemos el espacio
cociente X | fY que se obtiene de X{JY haciendo las siguientes identificaciones: y se identifica
con f“l-(y) para cada y € ¥. El espacio XUfY se dice que se obtiene peaapdo X a ¥ con £, Es

facil ver que Y es homeomorfo a un subespacio cerrado de X{J f.‘x’.

Una m-celda es un espacio homeomorfo a B%= {(xl,...xn) € RY: 1:1?'+...+xn2 < 1}. Denot&remos
por B® a la frontera de B™® y por Int B® al interior de B®. Una m-celda abjerta seri unm

espacio homeomorfo a Int B®.

Definicidn, Un CW-complejo es un espacic topolégice X, junto con una coleccién de celdas
abiertas disyuntas {ea} tales que X= Uea Y que se cumpla:

a) X es de Hausdorff.

b) Para cada m-celda abierta €y de la coleccion, existe una funcion £, B®X continua tal que

f/lnt B™ es un homeomorfismo sobre &y ¥ £(B™) esti contenido en una unidn finita de celdas




shiertas, cada una de dimensitn menor que m.

para cada o.

bl

L& eccerrado #n X sl A e u E5 cerrado en®

Led

&

-

4RI

W

i A
Sean |Z, {e,,.}J an CW-compleio (en lo aue sioue, pondremos X simplemente) vy ¥ ¢

subespacio que es igwal 2 nna union de celdas abiertas e, ¥ tal gme si e, C Y entonces® , 2%,
[44 & o

donde '&'-a, dencta lz clansura de g, &n %. En ecte caso ¥ Xy
\ P -

llama an subcompleio de X 51 X

)
L2

F, entonces X7 es un suhoomplein de %, Hamado 6 F-esquelsto de I. Ze dice gue X 23 floiie i

utmere de celdas e es #inito. La dimencién de un OW-complejc es la dimension mas grznds

1o
[

de una celda, i existe, en caco contrario decimos gue s de dimensitn infinita.

z

Tiempeln 1. El Toro se ruede expresar como un (W-complejo con cuatre celdas abiertas

-

8y,8y:80:8, de dimensiones 0,1,1 y 2 respectivamente {ver figura 1.2.1).

€a

2.

&2 e.
Figure 1.2.1 DeScompeosicion del Tore come un CW-compléje.

Eiemeplo 2. B® es un CW-complejo de tres celdas abiertas: B8 ¥ € de dimensiones n,n-1 ¥ €

respectivamente (ver fioura 1.3.2). Este ejemplo es muy cencillo, pero mas tarde lo usaremocs.

L1

e\
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Los dos teoremas siguientes describen la geometria Y topologia de los CW-complejos, pero sblo

los utilizaremos en la seccidon 1.5.

1.3.3 Teorema, ([Mu]; Teorema 38.2) Sea X un CW-complejo de dimension P > 0. Entonces X es
homeomorfo a XP -1 Uf > B,, donde > B, es una suma topologica de P-bolas, una por cada
celda abierta de dimension P de X, y £: 3 Ba-)xp'i ‘es una funcion continua. Esto implica

que X es normal ([Mu], Tecrema 37.2).

1.3.4 Teorema ([Mu], Teorema 38.3) Sea X un CW-complejo. Entonces XP es un subespacio cerrado de
XP+1 y X es la union coherente de los espacios XO _C_X1 C ... (BEs decir la tc-polog'ia de X

satisface: UC X es abierto en X ssi U l"‘lXP es abierto en XP para cada P). Se sioue que X es

normal ([Mu], Teorema 37.4).

Lz definicion siouniente trata sobre aplicaciones celulares entre CW-complejos y juesan un papel

similar a las aplicaciones simpliciales entre complejos simpliciales.

1.3.5 Definigion: Sean X y ¥ CW-compléjos. Una aplicacion £: XY se llama celular si f(XP) c yP
para-cada P.

1.3.6 Teorema. ([Wh]. Teorema 4.3, pagina 7?), Sean X, Y CW-complejos, A un subcoiaplejo de X y f:
A—Y una aplicacién celular continua. Entonces XUfY es un CW-complejo que tiene a ¥ como

subcomplejo.

" 1.3.7 Tenrema ([Wh], pagina 77) Sean X,Y CW-Complejos y £ X—Y una funcion continua. Entonces

f es hombtopa a una aplicacion celular continua entre X y Y.
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1.4. CW-Compleins v Puntos Criticos
El objetivo de esta seccidn es probar el Teorema 1.4.4, gue describe una variedad como un CW-

complejo, en terminos de los puntos criticos de una funcion de Morse. Pero antes necesitamos algunos

lemas.

1.4.1 Lema Sean X un espacio topologico y Pory: X dos aplicaciones homotopas. Entonces la

A

identidad de X se extiende a una equivalencia homotodpica k: XUW e’ Xlee)‘ {recordemos
c

gue X es homeomorfo a un subespacio cerrado de XU“, e)‘).
0

Demostracion: Definamos k por las siguientes férmulas:
k(x)=x six€X
K(tU)= 2tU S0Lt<L L UEs

K(tU)= ¢, (W) sit<tgl L, UER

Donde hemos tomado é)‘ = S)"1

by A

{Recordemos que XUW e se puede ver como una particion de la suma topoldgica XUe” con la
o

topologia cociente. La particién seria: {x}, si x € XUe" - wo(éx), y{x}U w'lo(x) en otro caso.
Utilizamos [x] para denotar el conjunto al cual x pertenece en una particion. De acueido a esto
la forma correcta de definir k seria por ejemplo: k([tU])= [2tU]), pero omitiremos los corchetes).

> > por las siguientes formulas:

Definimos L: Xlee -+XU¢°e
L(x)= x six€X
L{tU)= 2tU siogt<l ,ved

= i1 »)

Ahora queremos demostrar que Lok: XU¢ c’* - XUw <!7s es homotopa a la identidad (se hace
(] o

igual para kol). Calculemos Lok: sea U € é)‘ entonces:
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Lok(X)= x six€X
Lok(tU)= L(2tU)= 4tU sio<t s%
T — i1 1
Lok(tU)= L2tU)= @y, 4 sit<tgs
T
. 1
Lok(tl)= e, (W ) 1) sidgtg

Definamos ahora la funcion h: [0,1) x XU, e o TU o e como (ver [Wb.J], pagina 68):
o

. hit,x) =x six€X
= (4- i L e?
. h(t,rU) = (4-3t)rU si 0rg e » UE€Ee
= i L 2t Y
b{b1U) = ¢4 gyp.q (U sioopsrsfepr UE€e
B(t,rU) = sio Ztgrgt , ved

21 (W
3 {4-31)(1-1)

Es facil verificar que k es una homotopié entre Lok ¥ la identidad. O

1.4.2 Lema. Sean X,Y espacios topologicos y F: X—Y una aplicacion continua. Supongamos que F
tiene una inversa homotdpica por la izquierda, L, y una inversa homotopica por la derecha, R.
Entonces F es una equivalencia y R y L son inversas homotopicas de F.
Demostracion: Utilizamos = para indicar que dos funciones son homotopas. Ahora las
hipbtesis del lema son LF e id, FR  id luego L ~ L(FR)= (LF)R =~ R. Utilizando la relacién
LF oz id obtenemos que RF = id y por lo tanto R es una inversa homotopica de F. De igual
manera obtenemos FL o id, luego L es una inversa homotopica de F. D

1.4.3 Lema Sean X un espacio topologico, ¢: 53X una aplicacion continua y f: X—=Y una

eauivalencia. Entonces f se extiende a una equivalencia F: XUwe)‘-)YUwe)“.

Demostracién: Definimos F por la signiente formula

f(m) sim€X

m simEe)
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Sea 9 una inversa homotopica de f y definamos G: YUﬂoe%-}XUgwe)“ de la siouiente forma

gm) sim€EY
G(m): {

m simée)‘

Ahora puesto que aofop es homotopa a ¢ entonces existe una equivalencia K: XUgfwe)‘—-)XU‘Pe)‘

' expllicitamente definida en e} lema 1.4.1. Es decir tenemos las siguientes aplicaciones

K Y

5 &
Yvae — YUgﬁpe - XUwe

~—_ 5.~

Primero demostremos que KGF: XUWC)—JU“&C% es una equivalencia. Sea ht una homotppia
entre af y la identidad, y calculemos KGF teuiendo en cuenta la forma en que esta definida K
en el lema 1.4.1:

Sea U € @, entonces

Si x € X, KGF(x)= Kof(x)= of(x), porque Klx= id.

§i 0 < t <1, RGF(tU)= K(tU)= 2tU, porque Gle*= FleP= id.

5i % £t <1, KGF(tU)= K(tU)= hZ-Zt(sO(U)) porque si ht es 1a homotopia entre of y la identidad
entonces ht 0 ¢ es 1a homotopia entre gfy ¥ .

La homotopia q,: XUwe)‘-» XUwe)“ entre KGF y la identidad se define asi:

9.(x)= b (x)six€X

=2 i 147 b
q,,.(tU)— 1+'rtu sifgtg 7 yUEe&

_ s 147 )
a ()= by 5, o) si 4T <tg1 U€R
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Luego F tiene una inversa homotopica por la izquierda. Una prueba similar muestra que G lirne

una inversa homotépica por la izgumierda. Luego como K(GF) ~id y K es una eauivalencia,

R

entonces por el lema 1.4.2, (GF)X id =~ G(FK). Ahora como -G tiene una inversa homotopica
por la izquierda, entonces (FK)G o~ id ~ F(KG); pero sabemos que (KG)F id, lneao F es

una equivalencia.

1.4.4.Teorema Sean M una variedad diferenciable, f: M—R una funcion de Morse tal que M? sea
compacto para cada a € R. Entonces M tiene el tipo de homotop'ia de un CW-Complejo, con una

2-celda abierta por cada punto critico de indice ).

Demostracion: Como los puntos criticos de £ son aislados y M tiene una base enumerable,
entonces los puntos criticos son enumerables f tiene un minimo porque M? es compacto. Sean
C1<Cz<... los valores criticos de f. La sucesion {Ci} no tiene puntos de acumulacion: si lo
tuviera, algan M3 tendria infinitos puntos criticos y como M2 es compacto entonces los puntos
criticos tendrian un punto de acumulacién, contraric al hecho de que los puntos criticos de f
son aislados. Supongamos 3y # Ci para toda i, v que MaL1 tiene el mismo tipo de homotopia de
un CW-complejo (M2 es vacio para ciertos a € R). Sea C el menor Ci tal que Ci >3 Ahors pra
€ suficientemente pequelio, por el Teorema 1.2.3 MC+ € tiene el mismo tipo de homotopia
que MC’ € Uwe)‘lU... Uwae)'“ para ciertas aplicaciones e é)‘i—mc' € . Por el Teorema 1.2.1
existe una equivalencia h’: mC-€ —-)Mai y por bipotesis existe una equivalencia h’: Mal--)k1
donde k1 es un CW-complejo. En conclusion tenemos: MC- € -l-l» Mall E kl, luego h’oh:
MC-€ k1 es una equivalencia. Por el lema 1.4.3 h’oh se extiende a una homotopia k: MC- €
U«,1 °)11”k1uh’h¢1°x' Si aplicamos el lema a-veces se obtiene una equivalencia i

A

C-€ >L1 a N Aa - K
M lee U... U"’ae - kluwi e U... Uwae , donde wi hhqoi. (Es claro gque no

importa en gue orden se peguen las celdas a MC' € , porque los puntos criticos son aislados).




(73]
[ 3]

by by
Abora cada w gl k1 es homotopa a una aplicacion celular w ] 1—)&. por ¢! Teorema 1.3.7,

) A k
luego por el lema 1.4.1 klle iy... Ud‘ e @ tiene el mismo tipo de homotopla de kIU.. e

1
p ) .
U:f/ ¢ ¢ En conclusion MC+ € tiene el mismo tipo de homotopxa de klugl e y.. U, e %y
@ . 1 >. @
como las wi son aplicaciones celulares, entonces por el Teorema 1.3.6 k2= klUg, elU.. U, ¢
' a

es un CW-complejo. Y por lo tanto MC+ € tiene el mismo tipo de homotopia que un CW-
complejo. Se sigue que M? tiene el mismo tipo de romotopia de un CW-complejo para cada
aER.

Ahora si M es compacto esto completa la prueba, pues M= M? para un a suficientemente
grande. Si M no es compacto pero hay finitos puntos criticos, entonces todos estan en algn

M3, que es un retracto de defarmacion de M por el Teorema 1.2.1.

8i existen infinitos puntos uiiticos entonces tememos una sucesion infinita de equivalencias

homotopicas fi, cada una extendiendo a la anterior {lema 1.4.1):

. , o0 .
Sea k la unidn coherente de los espacios k; (es decir k= U k;, con la topologia: UC Kk es
i=1
abierto en k ssi UN ki es abierto en ki para cada i. No es dificil ver que k es un CW-complejo)
Yy sea T: k=M definida por T(w)= fn(m) sim€ kn. Puesto que k tiene la topolog'ia coherente .

con los espacios {ki}, entonces ¥ es continua. En el Apéndice IV mostramos porque T es una

equivalencia homotépica. O




€
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7,

Eiemrelo 1 Utilizando los ejemplos 3,4, y 5 de la seccion 1.1, vemos que estos espacios tienen
¢ este tipo de homotopia: El Toro tieme el mismo tipo de homotopia que un CW-complejo con
Ag . cuatro celdas abiertas: e, & €y €y de dimensiones 0,1,1 y 2 respectivamente. La Botella de
v Klein tiene el tipo de homotopia de un CW-complejo con cuatro celdas abiertas, como el toro.
ia Sinembargo esto no quiere decir que la Botella de Klein y el Toro sean homotopicamente

equivalentes. Por tltimo el espacio proyectivo real de dimensitn n, tiene el tipo de homotopia
te de un CW-complejo con n+1 celdas abiertas: e, €ree By de dimensiones 0,1,...n

) respectivamente.
an

1.5. Homoloaia de un CW-Compleio
as

En esta seccién introducimos los modulos de homologia de una variedad y mostramos su relacién con
los puntos criticos de una funcién. Los conceptos y resultados de Topologia Algebraica que utilicemos
se encuentran en [Mu).

Un par admisible de espacios topologicos (X,A) es una pareja ordenada formada por un espacio
topologico X y un subespacio & de X. Dados (X,A) y (Y,B) pares admisibles de espacios topologicos,
una aplicacion £ XY tal que f(A) C B la denotamos por f: (X,A) = (Y,B).

o 1.5.1 Definicion. Sean (X,A) un par admisible de espacios topologicos y p un entero no-negativo.
500 Denotamos por Sp(X) al espacio vectorial sobre R generado por todos los p-simplejos singulares
nte sobre X, v por S, (X,A) al cociente S (X)/S (A). Para cada p sea 8. Sp(X,A) = SP_I(X,A) el
na operador de frontera ([Mu], Pagina 163) y definamos los siguientes subespacios de SP(X,A):

El espacio de p-ciclos de (X,A), ZP(X,A)= Kernel (ap) y el espacio de p-fronteras de (X,A);

BP(X,A)= Imagen (ap +1). Puesto gue apoap +1= 0, podemos definir el espacic HP(X,A)=

ZP(X,A)}BP(X,A), llamado el p-ésimo mbdulo de bomologia singular del par (X,A) con
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coeficientes en R. Si A= ¢ escribimos simplemente HP(X).

1.5.2 Definicién. Sean (X,A), (Y,B) pares admisibles de espacios topoldgicos y £ (X,A)—(Y,B) una
funcién continua. Para cada P entero no negativo, denotamos por fP‘ al homomorfismo

inducido por f entre HP(X,A) Yy HP(Y,B).

153 Definicién. Sea (X,A) un par admisible de espacios topologicos. Para cada entero no negativo
p, definiremos un homomorfismo BP*: H(L,A) - Hp-I(A)’ llamado el homomorfismo frontera
de la homologia: sea z un p-ciclo de (X,A), entonces z es igual a la clase de equivalencia modulo
Sp(A) de un 2’ € 5p(x), tal que 3p(z) € S 4(A). Ahora dp(z) € zp’i(A) y éi denotamos por
2+Bp(X,A) la clase de z en Hp(Z,A) ¥ por 8(2) +Bp_1(A) la clase de d,(z) en H ,(A),

entonces GP* (z4-BP(X,A)}= 9p(") +Bp-1(A)‘ Es claro que Op* esta bien definido.

1.5.4 Defipicion. Sean X un CW-complejo y Dp(X)= HP(XP,XP'i). Para cada entero no negativo p,

definiremos un homomorfismo -5P: Dp(X)’*Dp-1(X) por la siguiente composicion:
D@m= H@PePh 1 @R i @ xPheD
e IR o LD L NN IS SRR I b S B S
donde i, es el homomorfismo inducido por la inclusién j: (XP1,¢) = (P, TPy, (D4 =0
1.5.5 Lema_ El operador 3, de la definicion 1.5.4 satisface '5P_103P= 0 para toda p.

oL .. p-1 p-2 ;
Demostracion: Basta probar que 3p-1 +Ope Hp_l(x )->up.2(x ) es el homomorfismo nulo.

Sea z€ zp_l(xp‘i), entonces jpt(z+Bp-1(Xp'1)) es igual a la clase de z+sp_1(xP‘2) en

Hp_i(XP'l. xP-3) (es decir mbdulo Bp_i(xp'l,xp'z)} Denotemos esta clase por [z+8p_1(XP'2)].




.
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Abora 3 *([z+sp_1(xp'2)])= 9z + BP_Z(XP'2)= Bp_z(x*"z), pero BP_Z(XP'Z) es el cero de

H, (P2 D

1.5.6 Definicion, Un complejo de cadenas € es una familia {Cp,a}.‘,}p €2 de espacios vectoriales Cp

sobre R y de homomorfismos 8, Cp-)Cp_l, tales que apoap 1= 0 para todop. (C, =0)

Si Cp= 0 para p < 0, decimos que el complejo es no-negativa y definimos el p-ésimo grupo de
homologia del complejo € como HP(C)= Kernel(ap)!lmagen (8P +1) .
Eiempleg 1 Con l: notacion de la definicién 1.5.1, 8L, A)= {SP(X,A),SP} es unh complejo de

cadenas no-negativa llamado el complejo de cadenas singular de (X,A) ¥ HP(8)= HP(X,A).

Eiemplo 2. Con la notacion de la definicion 1.5.4, ¥(X)= {DP(X), ap} es un complejo de
cadenas no negativo, llamado el complejo de cadenas celulares de X.

La importancia de esta cadena (X) es el siouiente:

1.5.7 Teorema. ([Mu), pigina 225 y 311). Existe un isomorfismo entre Hp(a(x)) Y Hp(Q(x)) para toda
P.
Sea X un CW-complejo de dimension p. Entonces por el Teorema 3.3, X se puede expresar como

un cociente de la forma IT: Xp'i uz Ba—)x donde I1 hace las identificaciones que determina la

funcion § del Teorema 1.3.3.

1.5.8 Lema (IMu], pagina 223) Con la notacion anterior, Il induce un isomorfismo entre H{(ZB,, Z'Ba)

y H(XP, XP-1y para toda i (ver Definicion 1.5.2.).
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1.5.9 Lema Sea X un CW-complejo. Entonces Hi(XP,XP'1)= Dsii # py Hi(XP,XP’1)= ?R, donde

C ec el cardinal del conjunto de p-celdas abiertas de X.

Demostracion: Por el lema anterior,

Hi(xp,xp'i) Y Hi(EBa’ ZBa) son isomorfos, donde cad» B, es una p-celda, y en la suma IB,
hay tantos B, como p-celdas tiene X. Ahora los Ba son abiertos disyuntos en ZBa, entonces
Hi(EBa, }.."Ba) es isomorfo a % Hi(Ba’ Bd) y

R sii=p

Hy(ByBy)= {
0 sii #p . O

1.6. Desianaldades de Morse.

Sea C= {c,,a,} un complejo de cadenas, no negativo, de espacios vectoriales de dimension finita (es
decir, cada C'r es un- espacio vectorial de dimension fimita). Sea v, = dimension (C;) v £=

00 00
dimensién (HI(C)) .y definamos los siguientes polinomios: ¥(th= 2, ¥, , fli= 1 Bt
r=0 =0

1.6.1 Lema Con la misma notacidn anterior, existe un polinomios eft) con coeficientes enteros no-

negativos tal que ()= B{t) + (1+t) alt).

Demostracion: Dados V un espacio vectorial y H-un subespacio de V, siempre se cumple que -
dim(V)= dim (V/H) 4+ dim(H). Sean Zr"" Kernel(ar) Y Br= Imagen (3, +1 y apliquemos lo
anterior a los siguientes espacios: Cr ] Zr o Br obteniendo:

1= dim (Cy/2;) + dim (Z= dim (Cp/2,) + 8y + dim(By.
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Ahora consideremos el siguiente epimorfismo 8‘,’:"’Cr—>Br_1, con Kernel Z,. Entonces C /Z, es

o0
= dim (B)) y a(t)= 25 el

isomorfo a Br-l’ luego T,= dim(Br-l) + 8 + dim(Br). Sean a P

b4

Entonces como v,= a 4 + F; + ¢, se sigue que v(t)= B(t) + (141) a(t). O

1.6.2 Corolarig. Para todo entero k, no negativo:

00
a) 20 D v,= 2 -1F 8,
k r+k k r+k
by 3o (-1) w2 o (D 8,
=0 =0
c) Ty p2 ﬁk rara todo k.

Demostracion: a) se sigue colocando t= -1 en la ecuacion y(t)= B(1) + (1+%) a(t). b) Se cbtiene

asi: Cuando k= 0, se coloca t= 0 en y{t)= B(t) + (1+t)a(t), obteniendo To= ﬂo"‘“o’ y como &,

2 0 entonces v, 2 £, Cuando k 21 utilizamos v,= ¢, + 9,} + @, ,, entonces
k r k r k r k
D =0 (D e+ D0 e+ 2 (D8
r=1 r=1 r=1 r=1
k k-1 k
=2 (Ve + 3L (0 e 4 3178
r=1 r=0 r=1

X k-1 S
=¥ e+ DN B+ LD g+ L (DT
1=1 r=1 r=1

\ —_— [ 4 J

y como v,= 30 + @, tenemos:

k k .
L (D =T (D 8+ (D ap,
=0 =0
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multiplicando por (-1)k obtenemos

via

k
2 (_1)T+k 7{ =

K
R . {-1) B, + @) ¥ cOmO @ > 0 entonces

0

k k

IR CUALEAS S DALy W
=0 r=0

La parte ¢) se obtiene de la b): Si k= 0, sabemos que 7, p ;30. Abora por la parte b)

k k<41 k k+1 :
EO (_1)!’+k 7{ + Eo (_1)r+k+1 71' 2 EO (_1)1'+k Br + EO (_1)r+k+1 .gr r
= I= = = .

y despues de simplificar obtenemos: Ty +1 b ﬁk +1 para todo k. O

Ahora si M es una variedad diferenciable y £ M—R es una funcién de Morse con un namero
finito de puntos criticos, entonces M tiene el mismo tipo de homotopia de un CW-complejo X,
finito, con una Xi-celda abierta por cada punto critico de indice ). En este caso cada
HP(XP,XP'l) es un espacio vectorial de dimension finita. Sea 7;, ¢l namero de puntos criticos de

~ de indice p, entonces por el lema 1.5.9: dimension (HP(XP,XP'1J)= Tp:

1.6.3 Teorema. (Desigualdades de Morse). Sean M una variedad diferenciable y f M—R una funcion

de Morse con un numero finito de puntos criticos. Si Tp denota el numero de puntos criticos de

f, con indice Y ﬁp= dimension (HP(M)) entonces

00 o0
VI MECLE S MG Y
r=0 =0

k k
B Y (OFEy Y P (ftEg
=0 =0
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Por el teorema 1.5.7, BP= dimensién (HP(D(X))) = dimensipn (HP(M)) o

£.4 Corolarjo, i Tng1 = Tp-1= 0 Para algin 2 1, entonces Bp= 1,

Demostracién: Por la parte ) 9n = Bn

-1= 0. Utilizemos ahory la parte b),
n+1. Obtenemos las desigualdades:

sustituyendo k=n
Y k=

D% 74+ (1)n+n o 2 (DR R4 4 oaynn 8,

; (~1)n+1 70 +.od- (_1)(n+1)+n

Ty 2 (-1)B+1 By +..+ (-1)(n+1)4n 8

multiplicandg 1a primera Pos 1) y comparando con ]z segunda obtengmos:
(DR 9y 44 (g)2+n = (DR 8 4 4 ()20 By (+)

esta ecuacidn demuestry ¢} resultado. Si p 22 utilizamos Ja Parte b), sustituyendo k=~

5-2. Con e} mismo Tazonamiento anterior obtenemog:

q (-l)n "O +... (.1)n+(n-2) ‘rn-Zg (_l)n BO +.oof (,1)n+(n-2) Bn-

A;y ahora restando las ecuaciones (s) y (x2) se sigue que .6n= Tn-

2 (%s)
0
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Ejemply 1 Este corolario nos permite calcular homologia del espacio proyectivo complejo CPR de
dimension n (no lo discutiremos en detalle, porque aparece en la mayoria de las exposiciones

sobre Ja Teoria de Morse, por ejemplo en [Mil), pigina 26). Sean CSP la esfera compleja de

dimension n, es decir, CSB= {(xl,... 2, +1) € Cn+1: |21|2 +... lzn +1|2= 1} Y ¢ la siouiente
relacion de eguivalencia en C€S%: si x,y € CSP, entonces xpy ssi x=y 6 x= -y. El espacio

4 proyectivo complejo de dimension 1 es el cociente CS2/p.

st

i Ahora sean Cl’ CZ"" Cn +1° nameros reales distintos y definamos la funcion f: CPP—R por

n+l1 .
f([zl,... Z +1])= -Z':l Cilzilz. Ecta funcién es de Morse y tiene (n+1) puntos criticos: Pl""
F-

i=

nt+1’ de indices 0,2,4,...2n. Lueao

0 si n=1,3,... 2n-1, 2n+41, 2n42,...
|

1 Si n= 0,274)... 2!1

ror lo tanto la homo]ogia de CPR es:

0 Si P = 1,3,... 2!1-1, 2n+1; 2n+2;...
HP(CP") = {
R si p=20,2,4,... 2n

1.7. Existencia de Funciones de Morse

Sea M CRE, una subvariedad (regular) de R®, de dimensién k. Es decir, M es una variedad

diferenciable de dimension k tal que para todo m € M existe un sistema de coordenadas locales (Um'

p= (xi,.-. xn)) de R® tal que:

a) Um NM= {m € Um: xk+1(m)= . = XX(m)= 0}

b) Las parejas (Um nwv; WIUm NM) m €M, forman un atlas de M.
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Definimos el conjunto N=. {(m,V) € MxRE:V L Mm}, resulta que N es una subvariedad de RZD ge

dimensién n, como se demostrard mas adelante. ¥ sea E: N—R® la aplicacion definida por la

formula, E(m,V)= m+V.

1.2.1 Definjcién. Sea M una subvariedad de R®, m € M v e € R®. El punto e es un punto local de
(M,m) de multiplicidad #, si e= E(m,V) para alotn V, y si la diferencial de E en (m,V) tiene
nulidad # > 0. El punto e € R® se llama un puntc focal de M si e es un punto focal de (M,m)

para alotn m € M.

Dados M, N variedades diferenciales y & M-—N una funcién suave diremos que m € M es un
punto critico de & si daim no es sobreyectiva, en caso contrario diremos que es un punto
regular (obsérvese que esta definicion coincide con la anterior cuando N= R). Un punto n €N
es un valor reaular si no es la imagen de ningun punto critico (incluso si n no esti en la imiaen

de u), en caso contrario se dice que n es un valor critico.

1.2.2. Definicion. Un n-cubo C, es un subconjunto de R® de la forma C= [ai,bil x... x[ap,b,] donde
&p b, €R, a;<b. El volumen de C se define como Vol(C)= (by-a,)x...x (b,-2,). Dado X C RD
decimos que X tiene medida cero si para todo € €R, € >0, existe una coleccion de n-cubos:

oo o0
Cyy C,...talesque XC |JC. v 3 Vol(C.< €.
172 =1 i i

1.7.3 Definicidn. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. X C M tiene medida cero si para

todo sistema de coordenadas (U,») de M el conjunto @(UNM) € RP tiene medida cero.

1.7.4 Teorema. (Sard) Sean M, N variedades diferenciables y f: M—N una funcion suave, entonces el

conjunto de valores criticos de f tiene medida cero ([Hi], pigina 69)



H
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Pueste ogue un n-tubo no tiene medida cero, ([Gui-Po); Apéndice 1) el complemento de un

conjunto de medida cerc es denso.

Lema. Con la misma notacidon gue en la definicion 1.7.1, el conjunto de puntos x € R®, tales que
x es un punto focal de M, tiene medida cero.

Demostracién: Recordemos que si la diferencial de E en un punto tiene nulidad 23>0 entonces el
puntc es critico. Lueao X € R es un punto focal ssi X es un valor critico de E: NoR®. Pero

por el teorema de Sard este conjunto tiene medida cero. O

Escojamos ahora coordenadas locales para N en un punto (m,V) y calculemos la diferencial de

E. Sea ( y o= ('xi,... xn)j ana carta de R® alrededor dem y tal que UNM= {x eu: xk+1(x)=

. ™= 0}, entonces (UNM, ¢lUNM) es una carta de M y el conjunto {L lgo--- Jﬁf ‘x}
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genera a2 Mx para cada x EMNU. Con la ayuda de la carta (U,e) y el proceso de Gram-

- U—+RD suaves tales que para todo i ¥

Scnw’?t, podemos contruir n-k funciomes V.,... V_ .:
1 n-k

s EUNM: Vi(x) 1 Mx, Il\'i(x)ll= 1y ‘.’i(x) 1 Vi(x) para i s i. Si V ERP tal que V.1 Mx

n-k
para algin x € UN M, entonces V= 3 a,V,(x) para ciertas constantes a

1=

i

Ahora qo‘llltk es una parametrizacion de UNM (en realidad so'l estd definido sobre un abierto
de R pero podemos suponer que esta definida en todo RD. Por altimo identificamos Rk con
REx {0,...0) C R®). Lueao como parametrizacion de una vecindad de (m,V) podemos tomar la
siguiente aplicacion:
¥ n-k 1 \
(G 2gre ) = (070 4 B 5, (e g )

Esto demuestra que N es una variedad de dimension n. Escribimos w'1= (yl,... Y oy Vi-"-'

Vi(yl,... vD). Entonces ¥ tiene la forma:
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- n'k ~ 4
(oo s g0y ) 5 (Tt ), Z it )

Calculemos la matriz Jacobiana de Eow.R®RY, donde Few(t o s Ag0en. a, )= ;’(tl,.,_ t)

n- ~
+ 3 Vi(tl,... tk). Las derivadas parciales que se obtienen son:
sl _

==, a. =J
4 UEE=le g } vectores de R2.
dEoy =¥
a 1

1.7.6 Lema. Sea (m,V) €E. El punto m+V es un punto focal de (M,m) con multiplicidad # ssi ]a
siguiente matriz kxk es singular con nulidad &0 ay 8y + ):‘ 3? & ..
at dati'atj 154, isk

Demostracion: Sea A 1a siguiente matrig.




1.1.7
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La matriz & es no-singunlar poraue sus vectores fila son linealmente independientes por
construccion. Luego la matriz AJ tiere la misma nulidad aue J, (siendo J la matriz Jacobiana de

Eoy). Calculemos

—

(8? E+n-ka Eﬂ) i o

CORC = T PR 1€,k kx(n-k)
Al =

Q‘);g a fzg N'} , 1

g=1 @3 T jigigok (n-k)x(n-k)

1€j8k
L

7

pr y la matriz identidad se obtiene porque IIf'iH:
a

La matriz de ceros se obtiene porque ‘:’i 1
1. Ehora la nulidad de AJ la determina la matriz superior izquierda porque las altimas k-filas

son linealmente independientes. O

Consideremos ahora las siguientes funciones. Sean M una subvariedad de RE v peRD

Definimos la funcion Lp: MR ror Lp(z)= Ilp-xllz.

lema Sea M una subvariedad de R® de dimension k. El punto m € M es un punto critico
degenerado de Lp ssi p es un punto focal de (M,m). La nulidad de m como punto critico es

igual a la multiplicidad de p como punto focal.

Demostracion. Utilizamos la misma notacion que la teoria que sigue al lema 1.7.5. Escribamos

e

I.lp de acuerdo a la parametrizacion (ti,... tk) - ?(tl,..., tk) € UNM. Sea f= Lpo¢'1=

—

-~ 2_ 2 2 2 . . .
Iiy(tl,... tk) - pli*= Ily(tl,..., tk)H + lipll“ - 2 y(ti,... tk). p; entonces las derivadas parciales

de £ son:
) = 2 2 =
o G oy Lo (BL G Y
i i atiat! atiat! atl  at)
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2 ¥ 7y QRN =
$ip= y +V donde (y, /) € N, entonces -2-f f =2 8.y..v +8_y_8i)
atiatl " atlatl at!  a)
~ n-k w . av g - 27
i M a dy ¥y
AbhoraV= 3 a V_  yO= Vo - —=a, =8 X .G 9Y y por lo tanto
e=1 ¢ ¢ 8t‘( BtJJ VIR TR
: .- PY?
51 sustituimos en chtenemos:
atietj
 Sa@ g, 2) o
z atlat ot. i a=1 3 tj

1.8 Teorema Sea M una subvariedad de R". El conjunto de puntos p € R® tales que Ia fancion L;

M=R no es de Morse; tiene medida cero.

Demostracién. LP €s una funcion de Morse ssi cada punto critico de L es no degenerado, pero

por el lema 1.7.7 esto es eyuivalente a que p no sea un punto focal de M, y por el lema 1. 7.5 el

conjunto de puntos focales de m tiene medida cero. O

9.9 Corolario (Existencia de Funciones de Morse). En toda variedad diferenciable M existe una

funcion de Morse £+ M—R tal que M? = f'l(-oo,aJ €s compacto para todo a € R.

Demostracién: Por un teorema de Wkitney, toda variedad diferenciable de dimension n, es

difeomorta & zna subvariedad (regular) de R2n+1 ([Au-Ma)). O

Ejemplos de funciones de Morse £ M C RB—R se pueden dar muchos, incluso lineales, pero no

[ siempre M? es compacto, También se puede demostrar que las funciones de Morse forman un
ubconjunto denso y abierto en el conjunto de funciones suaves de M en R, con la topologia

rte ([Hir] pigina 147).
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La sola existencia de una funcion de Morse sobre una variedad diferenciable, conexa y de

dimension 1, permite demostrar que esta es difeomorfa a R 6 S ([Gui-Po); Apendice 1I).

1.7.10 Corolario. Una variedad diferenciables tiene el mismo tipo de homotopia que un CW-complejo.
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CAPITULO 2

LA TEORIA DE WITTEN
En este cap'itulo exponemos otra demostracior de las desigualdades de Morse. Basada en una idea de

L Witten ([Witt]).

2.1. Los feoremas de De Bham vy Hodae
2.1.1 Definicién. Un complejo de cocadenas €* es una familia {CF, dp}p EN de espacios vectoriales

CP sobre R y de homomorfismos dpz cP—>CP+1 tales que d odp= 0. El p-ésimo module de

r+1
Cohomologia HP(C*) de €* se define como el cociente: HP(CH)= Kemel(dp)llmégen(dp_l).

Definimos C’1 = 0.

Sean M una variedad diferenciable, y d la derivacion exterior sobre formas diferenciables. Para
cada entero p no negativo, sea EP(M)= {p-formas diferenciables sobre M}. Es un hecho bien
conocido en Geometria Diferencial, que la familia €*(M)= {EP(M),d)> es un complejo de

cocadenas.

2.1.2 Definicién. Sean M una variedad diferenciable y €*(M) como en el parigrafo anterior.

Definimos el p-ésimo modulo de cohomolosia de De Rham sobre M, como: dee Rham(M)=

HH{e* (M)

El siguiente teorema es una consecuencia del clisico teorema de De-Rham. Para la demostracion

del Teorema de De-Rham en general y sus consecuencias, ver el libro de Warner ([Warl;

capitulo cinco).
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2.1.3 Teorema ((Wark pagina 205) Sea M una variedad diferenciable compacta. Para cada entero p no
negativo:
dee-Rham(M) es isomorfo al espacio dual de Hy(M) (recordemos aue Hp(M) es el p-esimo

modulo de homologia singular de M).

Ahora nos ocuparemos de la teoria mecesaria para enunciar una consecuencia del teorema de

Hodoe (para el Teorema de Hodae en general vease e} libro de Warner, capitnlo seis).

2.1.4 Definjcion. (Producto interno en A(V)). Sean V un espacio vectorial sobre Ry < , > un
producto interno en V. Sea A(V) el Aloebra exterior de V con producto exterior 7 A » ([War);
piaina 56) y extendamos &l producto interno <, > a todo A (V) asi: el producto interno entre
dos elementos homogeéneos de diferentes grados, como igual a cerc, y para dos elementos
homogéneos Wy, A ..o AW, v VihA.. AV, del mismo grado definimos <W, A... AW,

v

1'-“"" AV >= determinante (<Wi,‘1j>). Desptes lo extendemos por bilinealidad a todo

AV

2.1.5. Definicion. (Orientacion de un espacio vectorial). Sean V un espacio vectorial sobre R de
dimension n ¥ Ak(V) el subespacio de A(V), generado por todos los elementos homogéneos de

orden k, para k un entero no negativo. Es bien conocido que A n(\7) tiene dimension uno, una

orientacién de V es la escogencia de una de las dos componentes de A (V) (si e una base de
A p(V), entonces las componentes de A (V) son los dos conjuntos: {te: t € R, >0}, {te tER,

t£0)). Se dice aue V esti orientado, si hemos escogido una de las dos componentes.

2.1.6 Definicion. (Operador nestrella” de Hodge). Sea V un espacio vectorial orientado de dimension

con producto interno <, >. Definimos el operador rectrella® de Hodoe »: AV = A(V)dela
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siguiente forma: Si ey,... e, es una base ortonormal de V, entonces:

s(l)= % elf\... Aep, #ley Ao Aeg)= £1,

sle Ao Ae)= e A..hey, donde se toma el siagno (+4) si elh\...hen.esté en la
componente de A (V) que se tomd como orientacion. Se toma (-)_en caso contrario. Despues
extendemos * 2 toda A (V) linealmente. Se puede demostrar que s queda bien definido y no es
dificil demostrar estas propiedades:

)+ AV} = A ppl¥)

b) #= (-1)P(n-F)

0) <V, W= (W AxV)= »(V AW para todo V,WE A p(V)’ donde < , > es el producto

interno como se define en 2.1.4.

Ahora definiremos el operader de Laplace-Beltrami 6 Laplaciano, que generaliza a variedades el

Laplaciano de RD. Perc antes daremos una definicion de orientacion de una variedad.

2.1.7. Defipicién. (Orientacién de una variedad). Sea M una variedad diferenciable de dimension 1.
Se dice aue M es orientable, si existe una n-forma diferencial w sobre M que nunca se .anula.
Una orientacién de M es la escogencia de uno de los dos conjuntos: |J {aw(m): aER, 3> 0},

€EM

U {aw(m): a€R, a<0}.
meEM

A partir de esta definicion es claro como una orientacion de M indute una orientacion en cada

¥
A n(M m) PATA M €EM.

Nota. En lo que resta de este capitulo, todas nuestras variedades seran compactas, orientables y

con una estructura de Riemann.
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2.1.8. Definicitn. (Operador de Laplace-Beltrami o Laplaciano). Utilizaremos como orientacion de

cada A n(M"m) la inducida por la orientacior de M y como producto interno en M*m el
inducido por la estructura de Riemann < , > de M. Para p un entero positivo, definimos §:
EP(M) — EP10v) por s= (-)BPHIHL L4, Si p= 0 entonces 5 es el operador idénticamente

cero.

El Laplaciano A es un operador lineal sobre EP(M) para cada entero 0 { p<n, deﬁnido por

n
A= §d + df y lo extendemos a E(M)= 3> EX(M) de la forma natural.

Definiremos ahora un producto interno < , > en el espacio vectorial E(M).

2.1.9. Definicitn (Producto interno de E(M)). Sean M una variedad diferenciable de dimension n.
Para cada p, 0 < p £ n, definimos un producto interno < , » en EP(M) asi: Si a,8 € EP(M),
entonces <a,8>= I @ A+f. Extendemos < , > a todo E(M), haciendo los diferentes EP(M)
ortogonales entre si. ?J‘tilizando las propiedades del operador estrella, no es dificil probar que

<, > es una forma bilixieal simétrica definida positiva.

e

> e
A T e I

2.1.10 Lema Sea M una variedad diferenciable. El operador § es el adjunto de d en E(M). Es decir:

<a, df>= ba,f> para todo o,f € E(M), donde < , > es como en 2.1.9.

v = S

La demostracién de este lema es una comsecuencia semcilla del teorema de Stokes para
variedades ([War), pagina 221).

Abhora el Teorema de Descomposicibr de Hodge ([War]; Capitulo 6) afirma que EF(M) es una
suma directa de A (EP) y las p—fﬁrmas"armbnicas de A s decir, aquellas W € EP(M), tales

que A W= 0). Como consecnencia de este teorema tenemos:




